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材料力学は，どれも京大の教科書（柴田ほか：材料力学の基礎，培風館）の抜粋だった

りして・・・

平成 14年度

両端固定丸棒のねじり，モーメントを受ける単純支持はり（難易度：標準）

1.

トルクが作用している点より左の部分に作用するモーメントを T1，右の部分に作用す

るモーメントを T2 とすると，偶力の和より

T1 + T2 = T (1)

C点ではねじれ角が等しいから，断面 2次極モーメント Ip = πd4/32を用いてねじれ

角 φは

φ =
a

G

T1

Ip
=

b

G

T2

Ip
(2)

となる。したがって，

T1 =
bT

L
，　 T2 =

aT

L
(3)
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となるからねじれ角は次式となる。

φ =
abT

GIpL
=

32abT

πGd4L
(4)

2. (1)

RA + RB = 0 (5)

MA + RAL − MB = 0 (6)

より

RA =
MB − MA

L
= −RB (= 0) (7)

(2)

せん断力 Qx，曲げモーメントMx は，A点より x離れた位置では，

Qx = RA (8)

Mx = MA + RAx = MA +
MB − MA

L
x (9)

図 1 曲げモーメント図とせん断力図

(3)

位置 xでのたわみ角 θx，たわみ vx は，
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θx =
∫

−Mx

EI
dx = − 1

EI

(
MAx +

MB − MA

2L
x2 + C1

)
(10)

vx =
∫

θxdx = − 1
EI

(
MA

2
x2 +

MB − MA

6L
x3 + C1x + C2

)
(11)

境界条件として x = 0, x = Lで vx = 0を用いると，

C2 = 0，　 C1 = −2MA + MB

6
L (12)

よってたわみ vx は次のようになる。

vx = − 1
EI

(
MA

2
x2 +

MB − MA

6L
x3 − 2MA + MB

6
Lx

)
=

Lx

6EI

{
(2MA + MB) − 3MA

x

L
− (MB − MA)

x2

L2

}
(13)

(4)

MA = MB のときの vx は，

vx =
MA

2EI

(
Lx − x2

)
(14)

最大のたわみは中央（x = L/2）に生ずるから，

vmax =
MAL2

8EI
(15)

平成 15年度

圧肉円筒の基礎式（難易度：難）
知らないと全く歯が立ちません。この年はほとんどの人が手付かずだったでしょう。悪

問です。むしろ弾性体力学の範囲では・・・
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1. (1)

図 2 のようになる。

図 2 曲げモーメント図とせん断力図

(2)

図の半径方向の力の釣り合いより

AB間の力 +AD，BC間の力 =DC間の力

σrrdθ + 2σθdr sin
dθ

2
=

(
σr +

∂σr

∂r
dr

)
(r + dr)dθ (16)

dθ が小さいことから，sin(dθ/2) ; dθ/2として計算すれば，

σrr + σθdr = σrr + σrdr + rdσr + dσrdr (17)

高次の微小項を無視して，整理すれば

dσr

dr
+

σr − σθ

r
= 0 (18)

となる。

(3)

問題本文中の (3)式に (2)式を代入し，さらにこれを (1)式に代入して係数

E/{(1 + ν)(1 − 2ν)}で割れば，
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d

dr

{
(1 − ν)

du

dr
+ ν

u

r
+ νεz

}
+

1
r

[{
(1 − ν)

du

dr
+ ν

u

r
+ νεz

}
−

{
(1 − ν)

u

r
+ ν

du

dr
+ νεz

}]
= 0

(19)

これより，
d2u

dr2
+

1
r

du

dr
− u

r2
= 0 (20)

d2u

dr2
+

d

dr

(u

r

)
= 0 (21)

となり，応力のつり合い方程式（ナビアの方程式という）が求まる。

(4)

問題中 (4)式を積分して

du

dr
+

u

r
= C (22)

d

dr
(ru) = Cr (23)

これをさらに積分して

ru =
Cr2

2
+ C2 = C1r

2 + C2　
(

C1 =
C

2

)
(24)

(5)

境界条件は，

r = raでσr = −pa，　 r = rbでσr = −pb (25)

である。

まず，uを問題文中 (2)式に代入して，それを (3)式に代入し境界条件を適用すれば，

C1 =
(1 + ν)(1 − 2ν)

E

ra
2 pa − rb

2 pb

rb
2 − ra

2
− νεz (26)
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C2 =
1 + ν

E

ra
2 rb

2

rb
2 − ra

2
(pa − pb) (27)

∴　σr =
1

rb
2 − ra

2

{
ra

2

(
1 − rb

2

r2

)
pa − rb

2

(
1 − ra

2

r2

)
pb

}
(28)

となる。

平成 16年度

平等強さの棒，不静定はり（難易度：1 標準，2 やや難）
1,2ともにそこまで難しくはないのですが，試験時間中に解くにはかなり厳しい出題内

容となっています。

1. (1)

下端での釣り合いを考えると，
σS0 = Mg (29)

となり，棒に生ずる応力 σ は，

σ =
Mg

S0
(30)

一方，棒の伸び λは，各横断面上の応力が全長にわたり一定であるから

λ = εl =
σ

E
l =

Mgl

S0E
(31)

となる。

(2)

図 3 微小部分での力の釣り合い

図 3のように位置 xでの微小部分 dxでの力の釣り合いを考えると，

σ(S + dS) = σS + Sρgdx (32)
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よって，
σdS = Sρgdx

dS

S
=

ρg

σ
dx (33)

両辺を積分すると
log S =

ρg

σ
x + C ′ (34)

S = Ce
ρg
σ x (35)

境界条件は x = 0のとき S = S0 だから

C = S0 (36)

となるから断面積 S は，

S = S0e
ρg
σ x

= S0e
ρS0g
Mg x = S0e

ρS0
M x (37)

となる。

2.

分布荷重 w(x)は，

w(x) =
2W

L2
x (38)

となる。たわみ角 θ(x)，たわみ y(x)とすると，

EI
d4y

dx4
= w(x) =

2W

L2
x (39)

となり，これを積分すると，

EI
d3y

dx3
=

2W

L2

(
x2

2
+ C1

)
= −Q(x) (40)

EI
d2y

dx2
=

2W

L2

(
x3

6
+ C1x + C2

)
= −M(x) (41)

θ(x) =
dy

dx
=

2W

EIL2

(
x4

24
+

C1

2
x2 + C2x + C3

)
(42)

y(x) =
2W

EIL2

(
x5

120
+

C1

6
x3 +

C2

2
x2 + C3x + C4

)
(43)
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となる。境界条件は，

x = 0 で y = 0, dy/dx = 0
x = L で y = 0, dy/dx = 0 (44)

よって，

C1 = −3L2

20
，　 C2 =

L3

30
，　 C3 = C4 = 0 (45)

これより，せん断力 Q(x)，曲げモーメントM(x)，たわみ角 θ(x)，たわみ y(x)は，

Q(x) = − W

10L2

(
10x2 − 3L2

)
(46)

M(x) = − W

30L2

(
10x3 − 9L2x + 2L3

)
(47)

θ(x) =
Wx

60EIL2
(L − x)

(
4L2 − 5Lx − 5x2

)
(48)

y(x) =
Wx2

60EIL2
(L − x)2 (2L + x) (49)

(1)

RA = −Q(0) =
3W

10
，　 RB = −Q(L) =

7W

10
(50)

MA = M(0) = −WL

15
，　MB = M(L) = −WL

10
(51)

(2)

図 4 曲げモーメント図

(3)

y(x) =
Wx2

60EIL2
(L − x)2(2L + x) (52)
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平成 17年度

曲率を持つはりとカスティリアーノの定理（難易度：標準）
始めて見ると難しそうに見えますが，実際にはたいしたことはないです。曲げとねじり

をきちんと理解できていれば解ける問題です。あとは，カスティリアーノの定理に当ては

めるだけです。

(1)

図 5

曲げモーメント：M = Pr sinϕ

ねじりモーメント：T = Pr(1 − cos ϕ)

(2)

最大主応力は軸の表面に生じる。σx, σy, τxy は，

σx =
M

Z
=

32M

πd3
(53)

σy = 0 (54)

τxy =
T

Zp
=

16T

πd3
(55)

これらを与式に代入すると，

σmax =
16
πd3

(
M +

√
M2 + T 2

)
(56)

τmax =
16
πd3

√
M2 + T 2 (57)

(3)

τmax を τa に置きなおして，dについて解けば，

d = 3

√
16
√

M2 + T 2

πτa
(58)

(4)
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ひずみエネルギー U の公式（導出過程を各自確認しておくこと）は，横弾性係数を G

として，

U =
1

2EI

∫ π

0

M2dx +
1

2GIp

∫ π

0

T 2dx (59)

となる。ここで，
dx = rdϕ (60)

という幾何学的関係を用いて，

U =
1

2EI

∫ π

0

(Pr sinϕ)2rdϕ +
1

2GIp

∫ π

0

{Pr(1 − cos ϕ)}2
rdϕ

=
P 2r3

2EI
· π

2
+

P 2r3

2GIp
· 3π

2
(61)

(5)

カスティリアーノの定理よりたわみ w は，

w =
∂U

∂P
=

Pr3

EI
· π

2
+

Pr3

GIp
· 3π

2
(62)

ここで，縦弾性係数 E と横弾性係数 Gとの関係はポアソン比 ν を用いて，

G =
E

2(1 + ν)
(63)

と表せるから（各自確認しておくこと），

w =
32Pr3

Ed4
(4 + 3ν) (64)

となる。

平成 18年度

熱応力，応力の座標変換（難易度：基本）

1.

温度上昇による棒の伸びが，応力による変形量に等しいと考える。まず，棒が拘束され

ていないとき，系の温度が t1 → t2 に上昇したとき棒の伸び λは，

λ = (α1l1 + α2l2)(t2 − t1) (65)
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となる。また，l1, l2 部での変形量の和 λは変形による軸力 P とすると，

λ =
Pl1

A1E1
+

Pl2
A2E2

(66)

よって

σ1 = − P

A1
= −

1
A1

·
λ(

l1

A1E1
+

l2

A2E2

) (67)

σ2 = − P

A2
= −

1
A2

·
λ(

l1

A1E1
+

l2

A2E2

) (68)

これに λを代入すると σ1, σ2 は次のように求まる。

σ1 = −
1

A1
·
(α1l1 + α2l2)(t2 − t1)(

l1

A1E1
+

l2

A2E2

) (69)

σ2 = −
1

A2
·
(α1l1 + α2l2)(t2 − t1)(

l1

A1E1
+

l2

A2E2

) (70)

2.

一般的な教科書に公式の証明として掲載されているので省略する。

平成 19年度

はりの 4点曲げ試験（難易度：標準）
曲げモーメント図および小問 (4)の考察として，3点曲げに比べて 4点曲げが有利な理

由がわかります。実用性のある良問です。ただし，計算量が多いので受験生にとっては時

間との闘いです。

(1)

まず，点 A,A’にかかる反力 RA, RA′ を求める。力の釣り合いより，

RA + RA′ = W，　 RA = RA′
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∴　 RA = RA′ =
W

2
(71)

左端からの距離を xとし，xについて場合分けして考えると，

(i)　 0 5 x 5 L/3


せん断力 Q(x) = RA =

W

2

曲げモーメント M(x) = RAx =
W

2
x

(72)

(ii)　 L/3 5 x 5 2L/3


せん断力 Q(x) = RA −

W

2
= 0

曲げモーメント M(x) =
W

2
·
L

3
=

WL

6

(73)

(iii)　 2L/3 5 x 5 L


せん断力 Q(x) = RA −

W

2
−

W

2
= −

W

2

曲げモーメント M(x) =
WL

6
+

WL

3
−

W

2
x =

WL

2
−

W

2
x

(74)

図 6 せん断力図，曲げモーメント図

(2)

最大曲げモーメントは，Mmax =
WL

6
なので，断面係数を Z とすれば，

σmax =
Mmax

Z
=

6Mmax

bh2
=

WL

bh2
(= Eεc) (75)
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(3)

A,P間のたわみ曲線は y(x)は重ねあわせにより（なぜ，このように重ねあわせができ

るのか考えてみよ），

y(x) =

W

2

(
L −

L

3
x

)
6EIzL

{
L

3

(
2L − L

3

)
− x2

}

+

W

2

(
L −

2L

3
x

)
6EIzL

{
2L

3

(
2L − 2L

3

)
− x2

}
=

2WLx

36EIzL

{
5L2

9
− x2

}
+

WLx

36EIzL

{
8L2

9
− x2

}
(76)

いま P点では x = L/3であるから，

yp =
5WL3

324EIz
=

5WL3

27Ebh3
(77)

ところで，曲げモーメントM(x) は PP’間で一定であるから，点 P と C のひずみ εc

は等しい。すなわち，

σmax =
WL

bh2
= Eεc (78)

これより，

yp =
(

WL

Ebh2

)
5L2

27h
=

5L2

27h
εc (79)

(4)

まず，A 点での反力 RA を求めるために，A’ 点周りのモーメントの釣り合いを考え

ると，

RAL =
(

W

2
+ ∆W

)
2L

3
+

(
W

2
− ∆W

)
L

3
(80)

∴　 RAL =
W

2
+

∆W

3
(81)
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となる。PP’間のせん断力 Q(x)，曲げモーメントM(x)は
せん断力 Q(x) = RA −

(
W

2
+ ∆W

)
= −

2∆W

3

曲げモーメント M(x) =

(
W

2
+ ∆W

)
L

3
−

2∆W

3
x

(82)

最大曲げモーメントMmax は，

Mmax =

(
W

2
+ ∆W

)
L

3
−

2∆W

3
· L

3
=

(
W

6
+

∆W

9

)
L (83)

よって，曲げ応力の最大値 σmax は，

σmax =
Mmax

Z
=

(
W

6
+

∆W

9

)
L

bh2

6

=

(
W +

2∆W

3

)
L

bh2
(84)

また，荷重点におけるたわみ yp は (3)で求めたように重ねあわせを用いて，

yp =
L3

81Ebh3
(15W + 2∆W ) (85)

一方，C点での曲げモーメントは

Mc =
WL

6
(86)

であるから，C点での曲げ応力 σc とひずみ εc との関係は (2)と同様に，

σc =
WL

bh2
= Eεc (87)

これより，

εc =
WL

Ebh2
(88)

となる。

平成 20年度

曲げ応力と曲げモーメントの関係（難易度：基礎）
本解答集作成者が受験した年の問題です。私事ですが，前日の夜にホテルで復習した内

容でしたのでラッキーでした。ただし，この問題を初見で解くというのは難しいかと思い
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ます。物理工学科の専門科目では，こういった良く使用する公式の証明もおさえておきま

しょう。

(1)

εx =
(R + z)dθ − Rdθ

Rdθ
=

z

R
(89)

(2)

断面の中立軸から距離 z の位置に微小面積 dAをとると，dAに作用する力は，

σxdA = EεxdA = E
z

R
dA (90)

となる。応力 σx の横断面全体での積分値が 0となるとの問題文の仮定より，∫
A

σxdA =
E

R

∫
A

zdA = 0 (91)

∴　
∫

A

zdA = 0 (92)

これより，中立軸の断面一次モーメントは 0であることが示された。

(3)

M =
∫

A

σxzdA =
E

R

∫
A

z2dA =
E

R

∫ h/2

−h/2

z2 · bdz

=
2E

R
b

[
z3

3

]h/2

0

=
E

R
· bh3

12
(93)

(4)

M =
E

R

∫
A

z2dA =
EIy

R
(94)
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(5)

Iy =
∫

A

z2dA =
∫ h/2

−h/2

z2 · bdz =
bh3

12
(95)

(3)～(5)の並べ方の意味が私には良く理解できないのですが。(3)には他の解法をあて

はめるべきなのでしょうか。ここで与えた解答では (3) ですでに (4)，(5) が求まってし

まっています。
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